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6.	Đánh	giá	thuật	giải	song	song
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6.1	Độ	phức	tạp	thời	gian

• ĐeQ 	đánh	gıá	thuật	giải	song	song	thường	căn	cứ	
vào:	
– Thời	gian	tıńh	toán	(hay	Time	Complexity)	
– Yêu	ca)u	soX 	bộ	xử	lý	(hay	Processor	Complexity) • 	

• 		
• 	

	và	

T(n) = O( f(n)) ⟺ ∀C > 0,∃n0/T(n) < Cf(n), ∀n > n0

T(n) = Ω( f(n)) ⟺ ∀C > 0,∃n0/T(n) > Cf(n), ∀n > n0

T(n) = θ( f(n)) ⟺ ∀C1, C2 > 0,∃n1, n2/
T(n) < C1 f(n), ∀n > n1 T(n) > C2 f(n), ∀n > n2



• Ta	cũng	có	
	

• Và	 	

• 	neXu 	

• 	neXu

T(n) = θ( f(n)) ⟺ T(n) = O( f(n)) & T(n) = Ω( f(n))
T(n) = O( f(n)) ⟺ f(n) = Ω(T(n))

T(n) = o( f(n)) ∀C > 0,∃n0/T(n) < Cf(n), ∀n > n0

T(n) = ω( f(n)) ∀C > 0,∃n0/T(n) > Cf(n), ∀n > n0

Khi	đó,

• 	 	 	
• 	 	 	
• 	 	

T(n) = o( f(n)) ⟺ f(n) = ω(T(n))
T(n) = o( f(n)) ⟹ T(n) = O( f(n))
T(n) = ω( f(n)) ⟹ T(n) = Ω( f(n))

• Một	thuật	giải	bao	go)m	2	pha)n,	pha)n	thứ	nhaX t	có	
độ	phức	tạp	là	 ,	pha)n	thứ	hai	là	 .		

• Khi	đó,	thuật	giải	sẽ	có	độ	phức	tạp	là																	
O( f1(n)) O( f2(n))

O( max( f1(n), f2(n)))

• Một	thuật	giải	là	sự	lo) ng	nhau	của	2	pha)n,	pha)n	
thứ	nhaX t	có	độ	phức	tạp	là	 ,	pha)n	thứ	hai	
là	 .		

• Khi	đó,	thuật	giải	sẽ	có	độ	phức	tạp	là	

O( f1(n))
O( f2(n))

O(f1(n)f2(n))



• Xét		 	

• NeXu	L	=	0,	đie)u	đó	có	nghıã	 tăng	nhanh	hơn	
,	nên	 	

• NeXu	 ,	thı	̀ 	
• LeXu	L	khác	không	và	hữu	hạn,	i.e.	 	và	
tăng	cùng	caXp	độ,	nên	 .

L = lim
n→∞

T(n)
f(n)

f(n)
T(n) T(n) = o(g(n))

L = ∞ T(n) = ω( f(n))
T(n) f(n)

T(n) = θ( f(n))
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• Xét		 	

• Khi	đó	 ,	 	

• Vậy	 	
• Tương	tự,	 	có	caXp	m,	thı	̀

lim
n→∞

T(n)
f(n)

=
n2 + n

2n2
=

1
2

T(n) =
n(n + 1)

2
f(n) = n2

T(n) = θ(n2)
P(n) P(n) = θ(nm)
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• Hoặc	 ,	 ,	thı	̀ 	và	
.	

• Ta	có	theQ 	chứng	minh	đie)u	này	badng	laXy	giới	hạn	
của	tỷ	soX 	 	và	 ,	sau	đó	dùng	khai	trieQn	
L'Hospital	đeXn	soX 	hạng	thứ	100,	với	

	

T(n) = n100 f(n) = 2n T(n) = o(2n)
f(n) = ω(n100)

T(n) f(n)

f(x) = f(0) +
x
1!

f′ (0) +
x2

2!
f ′ ′ (0) + … +

x100

100!
f (100)(0)

d
dx

ef(x) = ef(x)f′ (x)
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6.2	Speedup

• Thuật	giải	tua)n	tự	với	thời	gian	là	 .		
• Thuật	giải	song	song	trên	P	bộ	xử	lý	có	thời	gian	
là	 	

• Khi	đó,	speedup	 	được	điṇh	nghıã	

Ts(n)

Tp(n)
Sp(n)

Sp(n) =
Ts(n)
Tp(n)



• Speedup	của	hệ	thoX ng	song	song	không	phải	là	
một	soX 	coX 	điṇh.	Mà	phụ	thuộc	vào	kıćh	thước	bài	
toán	và	soX 	bộ	xử	lý.	Thực	chaX t	là	hàm	của	 .	

• Người	ta	thường	phân	tıćh	đeQ 	đánh	giá	điṇh	tıńh	
của	thuật	giải	song	song	badng	cách	coX 	điṇh	n	
hoặc	coX 	điṇh	P	đeQ 	vẽ	các	đường	cong	tương	ứng	
là	giá	tri	̣của	speedup.

(n, P)

• CoX 	điṇh	n,	vẽ	đo) 	thi	̣đường	cong	speedup	theo	P	-	
một	trục	là	P,	trục	còn	lại	là	speedup.	Qua	đó	có	
theQ 	phân	tıćh	hiệu	năng	của	thuật	giải	khi	soX 	bộ	
xử	lý	tăng	lên.	

• CoX 	điṇh	P,	vẽ	đo) 	thi	̣đường	cong	speedup	theo	n.	
Qua	đó	có	theQ 	nghiên	cứu	dáng	điệu	của	thuật	
giải	khi	kıćh	thước	bài	toán	tăng	lên.

6.3	Efficiency

• Efficiency	(hiệu	suaX t)	có	giá	tri	̣toX i	đa	là	1.	
• Efficiency	cung	caXp	daXu	hiệu	ve) 	sự	tận	dụng	có	
hiệu	quả	của	các	bộ	xử	lý.	
Chıńh	vı	̀vậy,	efficiency	 :	Ep(n)

Ep(n) =
Ts(n)

pTp(n)
=

Sp(n)
p

Vı	́dụ:	Thuật	giải	sàn	Eratosthenses

• Mục	tiêu	tım̀	các	soX 	nguyên	toX 	nhỏ	hơn	hay	badng	
soX 	nguyên	dương	N	cho	trước.	
– Baj t	đa)u	từ	soX 	nguyên	toX 	thứ	nhaX t	t	(soX 	2).	
– Sàn	bỏ	các	bội	của	soX 	t	này	keQ 	từ	 	cho	đeXn	N.t2
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– LaXy	soX 	tieXp	theo	còn	trên	sàn	(là	soX 	
3).	

– Quay	trở	lại	bước	thứ	hai	cho	đeXn	
khi	 .	

– Các	soX 	còn	lại	trên	sàn	là	soX 	nguyên	
toX .

t2 > N

• Minh	họa,	với	N	=	1000,	các	soX 	
nguyên	toX 	nhỏ	hơn		

	 là	2,	3,	5,	7,	11,	13,	17,	19,	23,	29,	
31.	

• Thuật	giải	đeQ 	sàn	một	soX 	nguyên	
toX 	t	nào	đó	được	minh	họa	như	
sau:

N

Thuật	giải	tuần	tự
 i = t2 
 While i <= N { 
   Sàn số thứ i trong dãy; 
   i = i + t; 
 }

• Chi	phı	́thời	gian	thực	hiện	của	thuật	giải	được	
tıńh	theo	công	thức:	

• ⌈ N + 1 − t2

t ⌉
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Chi	phı	́đeQ 	sàn	từng	soX 	nguyên	toX

21

Số	nguyên	tố Thời	gian
2 499
3 331
5 196
7 137
11 80
13 64
17 42
19 34
23 21
29 6
31 1

• Chi	phı	́tua)n	tự	là:	1411		
• Chi	phı	́song	song	được	tıńh	theo	soX 	task	tham	
gia.

22

Trường	hợp	thứ	I

• Trường	hợp	có	2	task	tham	gia	giải	quyeX t.	
– Task	1:	Sàn	các	bội	của	2,	7,	17,	23,	29,	31.	
– Task	2:	Sàn	các	bội	của	3,	5,	11,	13,	19.	

• Khi	đó	chi	phı	́thời	gian	là	706	

• Speedup =
1411
706

= 1,9985

Trường	hợp	thứ	II

• Trường	hợp	có	3	task	tham	gia	giải	quyeX t.	
– Task	1:	Sàn	các	bội	của	2.	
– Task	2:	Sàn	các	bội	của	3,	11,	19,	29,	31.	
– Task	3:	Sàn	các	bội	của	5,	7,	13,	17,	23.	

• Khi	đó	chi	phı	́thời	gian	là	499.	

• Speedup =
1411
499

= 2,8276



Trường	hợp	thứ	III

• Trường	hợp	có	nhie)u	hơn	3	task.	
– Task	1:	Sàn	các	bội	của	2.	
– Task	2:	Sàn	các	bội	của	3,	...	
– Task	3:	Sàn	các	bội	của	5,	...	
– Task	4:	Sàn	các	bội	của	7,	...	
– ...	

• Khi	đó	chi	phı	́thời	gian	vaon	là	499.	

• Speedup =
1411
499

= 2,8276

KeX t	luận

Case N.	of	tasks Speedup Efficiency

1 2 1,9985 0,9993

2 3 2,8276 0,9425

3 4 2,8276 0,7069

4 5 2,8276 0,5655

Vı	́dụ:	KeX t	quả	theo	bieQu	thức

• Xét	bài	toán	có	kıćh	thước	N	trên	máy	P	bộ	xử	lý.	
Thuật	giải	tua)n	tự	có	thời	gian	thực	hiện	là	 .	

• Giả	sử	có	3	thuật	giải	song	song:	

– 	

– 	

–

N + N2

T1p(N) =
N2

P
+ N

T2p(N) =
N + N2

P
+ 100

T3p(N) =
N + N2

P
+ 0.6P2
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• Xét	khi	N=100,	P=12,	Speedup	=	10,8	
• Khi	P	tăng	lên,	thuật	giải	 	raX t	xaXu	do	

•
,	khi	

T3p

S(3)
P (n) =

N + N2

N + N2

P + 0.6P2
→ 0 P → ∞



• Khi	P	khá	lớn,	thuật	giải	 	có	dạng	như	
sau:	

•
,	khi	 	

•
,	khi	

T1p, T2p

S(1)
P (n) =

N + N2

N + N2

P

→
N + N2

N
P → ∞

S2
P(n) =

N + N2

N + N2

P + 100
→

N + N2

100
P → ∞

• Tứ	đây,	với	N=100	hai	thuật	giải	 	có	Speedup	
như	nhau.	

• Với	P	>	1	và	khi	đó	neXu	 	

• Suy	ra		

	

• Thı	̀thuật	giải	 	toX t	hơn	

T1p, T2p

N >
100P
P − 1

⇔ N > 100 +
N
P

N2

P
+ N >

N2

P
+ 100 +

N
P

⇔ N +
N2

P
>

N + N2

P
+ 100

T2p T1p

6.4	Điṇh	luật	Amdahl

• Trong	một	vài	chương	trıǹh	có	nhie)u	đoạn	khác	
nhau,	có	theQ 	có	những	đoạn	deo 	dàng	song	song	
hóa,	nhưng	có	những	đoạn	chı	̉thực	hiện	tua)n	tự.		

• Khi	đó,	đoạn	tua)n	tự	không	theQ 	song	song	được,	
gọi	là	tıǹh	trạng	bottle-neck	(thaj t	coQ 	chai).	



• Định	luật:	Một	chương	trıǹh	bao	go)m	hai	đoạn,	
một	đoạn	chı	̉có	theQ 	thực	hiện	tua)n	tự	và	một	
đoạn	hoàn	toàn	có	theQ 	song	song	hóa.	NeXu	đoạn	
tua)n	tự	tiêu	phı	́pha)n	f	của	toQ ng	thời	gian	thi	
hành	chương	trıǹh,	thı	̀speedup	của	thuật	giải	

song	song	không	vượt	quá	 .
1
f

• ĐeQ 	hıǹh	dung,	chia	thời	gian	thi	hành	 	của	
thuật	giải	tua)n	tự	(ban	đa)u)	thành	f	pha)n.		

• Khi	đó	có	theQ 	vieX t	

Ts(n)

Ts(n) = fTs(n) + (1 − f )Ts(n)
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• NeXu	thuật	giải	luôn	luôn	ca)n	 	tua)n	tự,	pha)n	còn	

lại	có	theQ 	song	song,	thı	̀thời	gian	thi	hành	thuật	
giải	song	song	 	của	cùng	bài	toán	trên	p	bộ	

xử	lý	là:	

1
f

Tp(n)

Tp(n) = fTs(n) +
(1 − f )Ts(n)

P
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• Từ	đây,	độ	tăng	toX c	speedup	
là	

Sp(n) =
Ts(n)
Tp(n)

=
Ts(n)

f Ts(n) + (1 − f )Ts(n)
P

=
1

f + 1 − f
P
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• Khi	p	khá	lớn,	Speedup	
bi	̣chặn	trên	bởi:	

•
Sp(n) =

1

f + 1 − f
p

≤
1
f



• Chaqng	hạn,	pha)n	tua)n	tự	là	10%	thı	̀speedup	toX i	
đa	là	10.
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1/f

6.5	Chi	phı	́thời	gian	

• Chi	phı	́thời	gian	của	thuật	giải	song	song	thông	
thường	có	các	loại	thời	gian	như:	
– Thời	gian	thi	hành	(execution	time)	
– Thời	gian	tıńh	toán	(computation	time)	
– Thời	gian	giao	tieXp	(communication	time)	
– Thời	gian	chờ/nhàn	roo i	(idle	time)

Thời	gian	thi	hành

• Thời	gian	thi	hành	T	của	thuật	giải	song	song	bao	
go)m:	
– Thời	gian	tıńh	toán	
– Thời	gian	giao	tieXp	
– Thời	gian	chờ	

• Thời	gian	của	tieXn	trıǹh	thực	hiện	chậm	nhaX t	
T = max

i
(Ti

comp + Ti
comm + Ti

idle)
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Tuy	nhiên,	đôi	khi

Còn	laXy	toQ ng	thời	gian	tıńh	toán,	thời	gian	giao	
tieXp	và	thời	gian	chờ	đợi	của	một	tieXn	trıǹh	thứ	i	
baX t	kỳ	nào	đó:	
T = Ti

comp + Ti
comm + Ti

idle

40



• Hoặc	trung	bıǹh	của	toQ ng	thời	gian	tıńh	toán,	
giao	tieXp	và	chờ	trên	taX t	cả	các	process	(task).	

T =
1
P

(Tcomp + Tcomm + Tidle)

=
1
P (

P−1

∑
i=0

Ti
comp +

P−1

∑
i=0

Ti
comm +

P−1

∑
i=0

Ti
idle)
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Thời	gian	tıńh	toán

• Thời	gian	tıńh	toán	của	thuật	giải	Tcomp	là	thời	
gian	sử	dụng	cho	những	thao	tác	tıńh	toán.		

• Thời	gian	tıńh	toán	thường	phụ	thuộc	vào	kıćh	
thước	bài	toán.	

• Kıćh	thước	được	bieQu	dieon	badng	một	tham	soX 	N,	
hoặc	được	bieQu	dieon	badng	một	tập	hợp	các	tham	
soX 	N1,	N2,	...,	Nm.		

• NeXu	thuật	giải	song	song	lặp	lại	việc	tıńh	toán,	thı	̀
thời	gian	tıńh	toán	cũng	sẽ	phụ	thuộc	vào	soX 	task	
hay	soX 	process.	

Thời	gian	giao	tieXp

• Thời	gian	giao	tieXp	Tcomm	là	thời	gian	mà	những	
task	sử	dụng	cho	việc	truye)n	các	thông	điệp	giữa	
các	task	với	nhau.	

• Chi	phı	́cuả	việc	gởi	thông	điệp	giữa	hai	task	
được	điṇh	vi	̣trên	những	processor	khác	nhau	có	
theQ 	bieQu	dieon	badng	hai	tham	soX :	



– Thời	gian	khởi	động	việc	truye)n	thông	điệp	ts,	

– Và	thời	gian	truye)n	L	dữ	liệu	twL	(trong	đó	tw	là	thời	
gian	truye)n	1	dữ	liệu	

• Vậy	Tcomm	=	ts	+	twL
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Thời	gian	chờ

• Một	processor	thường	rãnh	roo i	do	việc	thieXu	
công	việc	tıńh	toán	hoặc	thieXu	dữ	liệu.		

• Trong	trường	hợp	thứ	nhaX t,	thời	gian	rãnh	roo i	
này	có	theQ 	ngăn	chặn	badng	cách	sử	dụng	kỹ	thuật	
load	balancing.	

• Trường	hợp	thứ	hai,	processor	ở	tıǹh	trạng	nhàn	
roo i	do	việc	tıńh	toán	và	truye)n	thông	điệp	đòi	hỏi	
những	dữ	liệu	từ	xa.		

• Thời	gian	này	có	theQ 	tránh	được	badng	cách	cho	
processor	thực	hiện	những	tıńh	toán	và	giao	tieXp	
khác.	

• Kỹ	thuật	này	được	bieX t	như	là	overlapping	
computation	and	communication,		

• Khi	đó	một	tıńh	toán	điạ	phương	được	thực	hiện	
đo) ng	thời	với	những	tıńh	toán	và	giao	tieXp	tứ	xa.	



• Hoặc	tạo	ra	nhie)u	task	trên	một	processor.	Khi	
một	task	làm	trở	ngại	việc	đợi	dữ	liệu	tứ	xa,	nó	
có	theQ 	chuyeQn	sang	một	task	khác	mà	dữ	liệu	đã	
satn	sàng	thực	hiện.		

• Cách	này	tiện	lợi	vı	̀đơn	giản,	nhưng	chı	̉có	hiệu	
qủa	neXu	như		chi	phı	́thực	hiện	một	task	mới	ıt́	
hơn	chi	phı	́thời	gian	nhàn	roo i	

Vı	́dụ:	Minh	họa	thời	gian

• Chúng	ta	xem	xét	một	mie)n	go)m	N	x	N	x	Z	đieQm	
lưới,	trong	đó	Z	là	soX 	đieQm	theo	phương	thaqng	
đứng,	N	là	soX 	đieQm	theo	hai	phương	ngang.		

• Một	task	tương	ứng	một	mie)n	con	go)m	N	x	(N/P)	
x	Z	đieQm	lưới,	với	P	là	soX 	bộ	xử	lý	(chia	miền	theo	
một	phương	ngang).	

• Giả	sử		ở	moo i	bước	thời	gian,	moo i	task	thực	hiện	
cùng	một	tıńh	toán	tại	moo i	đieQm	lưới.		

• Khi	đó	thời	gian	tıńh	toán	là	
Tcomp	=	tcN2Z	

		Trong	đó	tc	là	thời	gian	tıńh	toán	trung	bıǹh	cho	
một	đieQm	lưới.

• ĐoX i	với	thời	gian	truye)n	dữ	liệu,	moo i	task	sẽ	giao	
tieXp	với	hai	task	lân	cận	(hai	mặt),	trong	đó	moo i	
mặt	go)m	NZ	pha)n	tử,	nên	moo i	task	trao	đoQ i	2NZ	
dữ	liệu.		

• Khi	đó	toQ ng	chi	phı	́truye)n	tin	(gửi	và	nhận)	trên	
P	bộ	xử	lý	sẽ	là	

	 		 Tcomm	=		2P(ts	+	tw2NZ)	



• Giả	sử	P	chia	heX t	N,soX 	lượng	tıńh	toán	trên	moo i	
đieQm	lưới	là	hadng,	thời	gian	chờ	không	đáng	keQ .	

• Chi	phı	́thời	gian:	

T =
Tcomp + Tcomm

P
=

N2Z
P

tc + 2ts + 4NZTw
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• Efficiency	của	thuật	giải	như	sau:	

E =
tcN2Z

PT
=

tcN2Z
N2Ztc + P2ts + P4NZtw
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• Với	thuật	giải	có	chi	phı	́thời	gian	và	hiệu	năng	
như	trên,	nhận	xét	radng:	
– Hiệu	suaX t	sẽ	giảm	đi	khi	tăng	P,	ts	và	tw.	

– Hiệu	suaX t	sẽ	tăng	lên	khi	tăng	N,	Z	và	tc.	
– Thời	gian	thi	hành	giảm	khi	tăng	P	nhưng	bi	̣chặn	bởi	
chi	phı	́chuyeQn	đoQ i	giữa	hai	mieXng	dữ	liệu.	

– Thời	gian	thi	hành	tăng	khi	tăng	N,	Z,	tc,	ts	và	tw.
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Bài	tập
4. Phân	tıćh	thuật	toán	song	song	tıńh	soX 	 	từ	tıćh	

phân	như	sau:	 	badng	cách	xaXp	

xı	̉ 	

•Trong	đó	 	,	

π

π = ∫
1

0

4
1 + x2

dx

π ≈
N

∑
i=0

4
1 + x2

i
Δx

Δx =
1
N

xi = iΔx, ∀i = 0,1,...,N
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Thuật	toán	tua)n	tự
#include <stdio.h> 
#define N 10000000 
int main(int argc, const char * argv[]){ 
 double delta, x, sum = 0.0, pi; 
 delta = 1.0/N; 
 for ( int i = 0; i < N; i++ ){ 
  x = i*delta; 
  sum += 4.0/(1.0 + x*x); 
 } 
 pi = sum*delta; 
 printf( "Pi = %20.18f\n", pi ); 
    return 0; 
}
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Hiện	thực	song	song	với	OpenMP
#include <stdio.h> 
#define N 10000000 
#include <omp.h> 
int main() { 
   double delta, x, sum =0.0, s = 0.0, pi; 
   delta = 1.0/N; 
#pragma omp parallel private(i,sum) 
   { 
#pragma omp for 
      for ( int i = 0; i < N; i++ ){ 
         x = i*delta; 
         sum += 4.0/(1.0 + x*x); 
      } 
#pragma omp critical 
      s += sum; 
   } 
   pi = s*delta; 
   printf( "Pi = %20.18f\n", pi ); 
   return 1; 
}
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